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Stabilite´ des fibre´s ΛpEL et condition de
Raynaud.
SCHNEIDER Olivier ∗
Re´sume´
Soit C une courbe lisse de genre g ≥ 2 sur C. Soit L un fibre´ en
droites sur C engendre´ par ses sections globales et EL le fibre´ dual du
noyau du morphisme d’e´valuation eL. On e´tudie ici la relation entre la
stabilite´ et la ve´rification d’une condition (R) introduite par Raynaud :
on de´montre que lorsque C est ge´ne´rale, EL est semi-stable ; on prouve
ensuite que EL ve´rifie (R) lorsque deg(L) ≥ 2g ou bien lorsque L est
ge´ne´rique. Enfin on de´montre que pour tout p dans {2, . . . , rg(EL)−2},
si deg(L) ≥ 2g + 2, ΛpEL ne ve´rifie pas (R).
Abstract
Let C be a smooth curve of genus g ≥ 2 on C. Let L be a line bundle
on C generated by its global sections and let EL be the dual of the
kernel of the evaluation map eL. We are studying here the relation
between the stability the fact that the bundle is verifying a condition
(R) introduced by Raynaud : we prove that EL is semi stable when C
is general. We also prove that EL is verifying (R) when deg(L) ≥ 2g or
when L is generic. Finally we prove that for each p in {2, . . . , rg(EL)−
2}, if deg(L) ≥ 2g + 2 then ΛpEL is not verifying (R).
1 Introduction
Soit C une courbe lisse de genre g ≥ 2 sur C. Soit J la Jacobienne de C.
Dans [R], M.Raynaud introduit la condition suivante : un fibre´ vectoriel E
sur C ve´rifie (⋆) si il existe un ouvert non vide U de J tel que pour tout L
dans U ,
min(h0(E ⊗ L), h1(E ⊗ L)) = 0.
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On remarque que si E est un fibre´ vectoriel sur C de pente g − 1, ve´rifiant
(⋆), alors E est semi-stable. On introduit ici une condition (R) (qui implique
(⋆)) de fac¸on a` pouvoir e´tendre cette proprie´te´ a` tous les fibre´s de pente
entie`re. Les fibre´s construits par M.Raynaud fournissent comme pour (⋆),
des exemples de fibre´s stables ne ve´rifiant pas (R). Soit maintenant L un
fibre´ en droites sur C engendre´ par ses sections globales, soit ML le noyau
du morphisme d’e´valuation
eL : H
0(C,L)⊗OC −→ L.
On note EL := M
∗
L. Lorsque deg(L) ≥ 2g + 1, EL est stable (voir [E-L]) et
si deg(L) = 2g, alors EL est stable si et seulement si L est tre`s ample (voir
[Be]). On e´tablira ici que pour deg(L) < 2g, EL est semi-stable lorsque C
est ge´ne´rale. On e´voquera en effet des cas de courbes sur lesquelles ces fibre´s
ne le sont pas. On verra ensuite que comme pour la semi-stabilite´, lorsque
L est ge´ne´rique sur une courbe ge´ne´rale, EL ve´rifie (R). Enfin on conclura
en e´voquant le cas des fibre´s ΛpEL lorsque deg(L) ≥ 2g + 2 : ces fibre´s sont
semi-stables et on montrera qu’ils ne ve´rifient pas (R).
2 Condition de Raynaud et semi-stabilite´
Dans tout ce qui suit C est une courbe lisse de genre g ≥ 2 sur C. Pour tout
entier n, on note Jn la varie´te´ qui parame´trise les fibre´s en droites de degre´
n sur C (J si n = 0). Soit E un fibre´ vectoriel sur C de rang r et de degre´ d.
On dit que E ve´rifie la condition (R) si :
∀n ∈ Z, pour L ge´ne´rique dans Jn, h0(E ⊗ L) ou h1(E ⊗ L) est nul. (R)
On a les proprie´te´s suivantes :
• tout fibre´ en droites ve´rifie (R).
• si E ve´rifie (R), alors :
– pour tout fibre´ en droites L sur C, E ⊗ L ve´rifie (R).
– Le dual E∗ de E, ve´rifie (R).
Si E est non nul, on de´finit sa pente par :
µ(E) :=
d
r
.
Rappelons qu’un fibre´ vectoriel E sur C est dit stable (resp. semi-stable) si
tout sous-fibre´ propre de E a une pente strictement infe´rieure (resp. infe´rieure)
a` µ(E). On a des proprie´te´s analogues a celles e´voque´es pre´ce´demment pour
la condition (R) : tout fibre´ en droites est stable ; si E ve´rifie l’une ou l’autre
de ces proprie´te´s de stabilite´, il en sera de meˆme pour E∗ et pour E ⊗ L,
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avec L un fibre´ en droites quelconque sur C.
En fait, pour qu’un fibre´ E ve´rifie (R) il faut et il suffit de ve´rifier les deux
conditions suivantes :
1) h1(E⊗L) = 0 pour L fibre´ en droites sur C ge´ne´rique de degre´ g−1−
[µ(E)].
2) h0(E⊗L) = 0 pour L fibre´ en droites sur C ge´ne´rique de degre´ g−1−
pµ(E)q.
En effet, pour tout diviseur D sur C de degre´ positif, pour tout fibre´ en
droites M sur C, on a la suite exacte
0 −→ E ⊗M −→ E ⊗M(D) −→ E ⊗OD −→ 0.
En e´crivant la suite exacte longue d’homologie, on obtient :
h1(C,E ⊗M(D)) ≤ h1(C,E ⊗M)
et
h0(C,E ⊗M) ≤ h0(C,E ⊗M(D)).
– Si n ≥ g−1− [µ(E)] alors tout fibre´ en droites ge´ne´rique de degre´ n s’e´crit
M(D) avec M un fibre´ en droites ge´ne´rique de degre´ g − 1− [µ(E)] et D
un diviseur de degre´ positif. Comme
h1(C,E ⊗M(D)) ≤ h1(C,E ⊗M),
la condition 1) implique que h1(E ⊗ L) = 0 ge´ne´riquement lorsque L est
fibre´ en droites sur C de degre´ n ≥ g − 1− [µ(E)].
– Si n ≤ g − 1 − pµ(E)q alors tout fibre´ en droites ge´ne´rique de degre´
g−1−pµ(E)q s’e´crit M(D) avec M un fibre´ en droites ge´ne´rique de degre´
n et D un diviseur de degre´ positif. Comme
h0(C,E ⊗M) ≤ h0(C,E ⊗M(D)),
la condition 2) implique que h0(E ⊗ L) = 0 ge´ne´riquement lorsque L est
un fibre´ en droites sur C de degre´ n ≤ g − 1− pµ(E)q.
Proposition 2.1 Soit C une courbe lisse de genre g sur C. Si on a la suite
exacte de fibre´s vectoriels sur C suivante
0 −→ F −→ E −→ Q −→ 0,
alors
E verifie (R) =⇒ µ(F ) ≤ pµ(E)q et µ(Q) ≥ [µ(E)].
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Preuve : pour tout fibre´ en droites L on a
h0(C, F ⊗ L) ≤ h0(C,E ⊗ L).
De plus si deg(L) = n, on par Riemann-Roch
h0(C,E ⊗ L)− h1(C,E ⊗ L) = r(E)(n+ µ(E)− (g − 1)).
De la meˆme fac¸on,
h0(C, F ⊗ L)− h1(C, F ⊗ L) = r(F )(n+ µ(F )− (g − 1)).
Si E ve´rifie (R), alors pour n = g − 1− pµ(E)q,
h0(C, F ⊗ L) = h0(C,E ⊗ L) = 0.
Donc χ(F ⊗ L) ≤ 0, ce qui entraˆıne la premie`re ine´galite´.
De la meˆme fac¸on, pour tout fibre´ en droites L on a
h1(C,Q⊗ L) ≤ h1(C,E ⊗ L),
et
h0(C,Q⊗ L)− h1(C,Q⊗ L) = r(Q)(n+ µ(Q)− (g − 1)).
Alors pour n = g − 1− [µ(E)],
h1(C,Q⊗ L) = h1(C,E ⊗ L) = 0.
Donc χ(Q⊗ L) ≥ 0, ceci entraˆıne la deuxie`me ine´galite´. 
On voit graˆce a` ce re´sultat que si µ(E) est entier, la condition (R) entraˆıne
la semi-stabilite´. Par contre la stabilite´ n’entraˆıne pas la ve´rification de la
condition (R) (voir la construction de Raynaud dans [R]).
3 Stabilite´ des fibre´s EL
Soit L un fibre´ en droites sur C engendre´ par ses sections globales ; soitML le
fibre´ vectoriel de rang h0(C,L)−1 sur C, noyau du morphisme d’e´valuation :
0 //ML // H
0(C,L)⊗OC
evL
// L // 0 (1)
On de´finit EL := M
∗
L. L.Ein et R.Lazarsfeld de´montrent dans [E-L], que
si deg(L) ≥ 2g + 1, alors EL est stable. Le cas deg(L) = 2g est traite´ par
A.Beauville dans [Be] :
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The´ore`me 3.1 (A.Beauville) Si deg(L) = 2g, alors EL est semi-stable et
posse`de un diviseur theˆta. De plus EL est stable si et seulement si L est tre`s
ample.
Traitons maintenant les cas ou` L est un fibre´ en droites de degre´ infe´rieur a`
2g ; on rappelle la proprie´te´ suivante (voir [L]) :
Lemme 3.2 (R.Lazarsfeld) Soit C une courbe lisse de genre g sur C. Soit L
un fibre´ en droites sur C, de degre´ g+d (d ∈ Z) et engendre´ par ses sections
globales. Soient x1, . . . , xd+h1(L)−1, des points distincts sur C tels que
h1(L(−
∑
xi)) = h
1(L).
On a alors une suite exacte
0 −→
d+h1(L)−1⊕
i=1
OC(xi) −→ EL −→ L(−
d+h1(L)−1∑
i=1
xi) −→ 0.
Ceci induit la suite exacte suivante pour tout 0 ≤ p ≤ d+ h1(L)− 1 :
0 −→
⊕
i1<···<ip
OC(xi1+· · ·+xip) −→ Λ
pEL −→
⊕
j1<···<jd+h1(L)−p
L(−xj1−· · ·−xjd+h1(L)−p) −→ 0.
Lemme 3.3 Soit C une courbe lisse de genre g sur C. Soit L un fibre´ en
droites sur C engendre´ par ses sections globales. Si Q est un fibre´ quotient
propre de EL de rang n, alors
h0(detQ) ≥ n+ 1.
Preuve du Lemme 3.3 : soit g + d le degre´ de L. Si on note h := h1(L),
alors r(EL) = d+h. D’apre`s le lemme 3.2, pour tous x1, . . . , xd+h−1 sur
C tels que h1(L(−
∑
xi)) = h, on a
0 −→
⊕
i1<···<in
OC(xi1+· · ·+xin) −→ Λ
nEL −→
⊕
j1<···<jd+h−n
L(−xj1−· · ·−xjd+h−n) −→ 0.
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Comme Q est un fibre´ quotient de EL on a donc le diagramme suivant :
0
⊕
i1<···<in
OC(xi1 + · · ·+ xin)

ϕx1,...,xd+h−1
U
U
U
U
**U
U
U
U
ΛnEL //

detQ // 0
⊕
j1<···<jd+h−n
L(−xj1 − · · · − xjd+h−n)

0
Dans tous les cas ceci impose
h0(detQ) ≥ n+ 1.
En effet,
• ou bien il existe x1, . . . , xd+h−1 tels que ϕx1,...,xd+h−1 est nulle ; alors il
existe xi1 , . . . , xid+h−n sur C tels que L(−xi1 − · · ·− xid+h−n) s’injecte
dans detQ. Or comme
h = h1(L) ≤ h1(L(−xi1 − · · · − xid+h−n)) ≤ h
1(L(−
∑
xi)) = h,
on a par Riemann-Roch :
h0(L(−xi1−· · ·−xid+h−n)) = g+d−(d+h−n)−g+1+h = n+1 ≤ h
0(detQ).
• Ou bien ϕx1,...,xd+h−1 n’est jamais nulle : pour xi1 , . . . , xin ge´ne´riques
sur C, OC(xi1 + · · ·+ xin) s’injecte dans detQ ; d’ou`
h0(detQ) ≥ n+ 1.

Proposition 3.4 Soit C une courbe lisse ge´ne´rale de genre g ≥ 3 sur C. Si
L est un fibre´ en droites sur C engendre´ par ses sections globales, alors EL
est semi-stable.
Preuve : soit g + d le degre´ de L et h := h1(L). De´montrons la proposition
par l’absurde : soit Q un fibre´ quotient propre de EL de rang n <
r(EL) = d+ h et tel que µ(Q) < µ(EL). Ceci impose
deg(Q) < n
(
g + d
d+ h
)
(2)
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D’apre`s le lemme 3.3, h0(detQ) ≥ n + 1. Soit ρ le nombre de Brill-
Noether pour les syste`mes line´aires de degre´ deg(Q) et de dimension
(projective) n :
ρ = g − (n+ 1)(g − deg(Q) + n)
= −ng + (n+ 1) deg(Q)− n(n + 1).
En utilisant (2), on obtient :
ρ < −ng + n(n + 1)
(
g + d
d+ h
)
− n(n + 1)
< n
(
(n+ 1)(g − h)
d+ h
− g
)
≤ 0.
Ceci contredit l’existence d’un tel fibre´ Q sur un courbe ge´ne´rale, ce
qui prouve la semi-stabilite´. 
Remarque 3.5 Le re´sultat de la proposition n’est pas ge´ne´ralisable a` toute
courbe : soit C une courbe de genre g ≥ 3, posse´dant un syste`me line´aire g1d
(de degre´ d et de dimension projective 1). SoitM le fibre´ en droites engendre´
par ce syste`me line´aire. Alors pour tout fibre´ en droites L sur C ge´ne´rique
de degre´ g + d, on a une injection M →֒ L, d’ou` une surjection
EL −→ EM −→ 0.
De plus
µ(EL) =
g
d
+ 1 et µ(EM) = d.
Alors si d < g
d
+ 1, EL n’est pas semi-stable.
4 EL et la condition (R)
Soit L un fibre´ en droites sur C engendre´ par ses sections globales. Soit M
un autre fibre´ en droites sur C. Si on tensorise la suite exacte (1) par M et
qu’on e´crit la suite exacte longue d’homologie, on obtient :
0 // H0(C,ML ⊗M) // H
0(C,L)⊗H0(C,M)
µL,M
// H0(C,L⊗M) //
// H1(C,ML ⊗M) // . . .
D’apre`s ce qu’on a remarque´ pre´ce´dement, EL ve´rifiera la condition (R) si et
seulement si les deux conditions suivantes sont ve´rifie´es :
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1) µL,M est surjective pour M fibre´ en droites sur C ge´ne´rique de degre´
g − 1− [µ(ML)].
2) µL,M est injective pour M fibre´ en droites sur C ge´ne´rique de degre´
g − 1− pµ(ML)q.
Remarquons tout d’abord que si h0(C,L) ≤ 2, alors µL,M est toujours de
rang maximum ; en effet,
– ou bien h0(C,L) = 1 et µL,M est trivialement toujours injective.
– ou bien h0(C,L) = 2 et le ”base-point free pencil trick” (voir [A,C,G,H]
p152) nous donne le re´sultat.
Proposition 4.1 Soit C une courbe lisse de genre g sur C. Si L est un
fibre´ en droites sur C sans point base et de degre´ superieur a` 2g, alors EL
ve´rifie (R).
Preuve : si deg(L) ≥ 2g, alors [µ(ML)] = −2. Pour que EL ve´rifie (R) il
faut donc que :
1) µL,M soit surjective pour M fibre´ en droites sur C ge´ne´rique de
degre´ g + 1, et que
2) µL,M soit injective pour M fibre´ en droites sur C ge´ne´rique de
degre´ g.
La deuxie`me assertion est e´vidente (h0(C,M) = 1). Pour le premier
point, comme h0(C,M) = 2 pour M ge´ne´rique de degre´ g, on applique
encore le ”base-point free pencil trick” pour obtenir le re´sultat. 
Enfin comme sur une courbe ge´ne´rale, pour deux fibre´s en droites ge´ne´riques
l’application µL,M est de rang maximum (voir [Ba]), on a la proposition
suivante :
Proposition 4.2 Soit C une courbe lisse ge´ne´rale de genre g sur C. Si L
est un fibre´ en droites sur C ge´ne´rique et engendre´ par ses sections globales
alors EL ve´rifie (R).
Remarque 4.3 Pour les meˆmes raisons que pour la Proposition 3.4, ce
re´sultat n’est pas ge´ne´ralisable a` toute courbe : en effet, reprenons l’exemple
de la Remarque 3.5 : C est une courbe lisse de genre g posse´dant un g1d avec
d + 1 < g
d
+ 1. Soit M le fibre´ en droites engendre´ par ce syste`me line´aire.
Alors pour tout fibre´ en droites L sur C ge´ne´rique de degre´ g + d, on a une
surjection
EL −→ EM −→ 0,
et pµ(EM)q = µ(EM) = d < µ(EL) =
g
d
+1. De ce fait d’apre`s la Proposition
2.1, EL ne ve´rifie pas (R).
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5 Le cas des fibre´s ΛpEL lorsque deg(L) ≥ 2g+2
Lorsque deg(L) ≥ 2g+1, EL est stable. De ce fait, pour tout 1 < p < rg(EL)
ΛpEL est polystable, c’est a` dire somme directe de fibre´s stables de meˆme
pente. Soit γ :=
[
g+1
2
]
; dans [P] M.Popa de´montre que lorsque deg(L) ≥
g(γ + 1), ΛγEL ne ve´rifie pas (R). De ceci il de´duit le re´sultat suivant (voir
[P]) :
The´ore`me 5.1 (M.Popa) Pour tout g ≥ 2, il existe un entier ρ(g) tel que
pour tout r > ρ(g), il existe sur toute courbe de genre g un fibre´ stable de
rang r ne ve´rifiant pas (R).
En s’inpirant de cela, on de´montre la Proposition suivante :
Proposition 5.2 Soit C une courbe lisse de genre g ≥ 2 sur C. Si L est
un fibre´ en droites sur C de degre´ superieur ou e´gal a` 2g+2, alors pour tout
p dans {2, . . . , rg(EL)− 2}, Λ
pEL ne ve´rifie pas (R).
Preuve : soit g + d le degre´ de L, un calcul facile donne :
µ(ΛpEL) = p+
g
d
p.
Remarquons tout d’abord que d’apre`s le Lemme 3.2, pour x1, . . . , xd−1
d− 1 points ge´ne´riques sur C, on a pour tout p dans {2, . . . , d− 2},
OC(x1 + · · ·+ xp) →֒ Λ
pEL.
Donc pour tous diviseurs effectifs Aq et Bp respectivement de degre´s q
et p, h0(C,ΛpEL(Aq − Bp)) 6= 0. Etablissons maintenant graˆce a` ceci
les conditions sur p pour que ΛpEL ne ve´rifie pas (R) :
1) Si p ≤ g, tout fibre´ en droites M ge´ne´rique de degre´ g− 2p est un
fibre´ engendre´ par un diviseur de la forme Ag−p − Bp avec Ag−p
et Bp des diviseurs effectifs de degre´s respectivement g − p et p.
D’apre`s ce qui pre´ce`de, h0(C,ΛpEL ⊗M) 6= 0 et comme
χ(C,ΛpEL ⊗M) ≤ 0⇐⇒ µ(Λ
pEL ⊗M) ≤ g − 1,
ΛpEL ne ve´rifiera pas (R) si p +
g
d
p + g − 2p ≤ g − 1, c’est a` dire
si p ≥ d
d−g
.
2) Si p ≥ g alors tout fibre´ en droites M ge´ne´rique de degre´ −p
s’e´crit OC(−Ap) avec Ap diviseur effectif de degre´ p. D’apre`s ce
qui pre´ce`de, h0(C,ΛpEL ⊗M) 6= 0 et pour les meˆmes raisons que
dans le 1), ΛpEL ne ve´rifiera pas (R) si p+
g
d
p− p ≤ (g− 1), c’est
a` dire si p ≤ d− d
g
.
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D’apre`s les proprie´te´s e´tablies dans le premier paragraphe, pour prouver
la Proposition il nous suffit de de´montrer que ΛpEL ou bien Λ
d−pEL
(qui est le dual de ΛpEL a` ⊗L pre`s) ne ve´rifie pas (R) :
i) Si d ≤ 2g alors
– ou bien max(p, d − p) ≥ g, disons p et alors d’apre`s 2) ΛpEL
ne ve´rifie pas (R) si p ≤ d − d
g
, ce qui est bien le cas puisque
d ≤ 2g.
– ou bien max(p, d−p) ≤ g et si on suppose que ΛpEL et Λ
d−pEL
ve´rifient (R), d’apre`s le 1), on doit avoir :
p < d−
d
g
et d− p < d−
d
g
.
Or ceci n’est pas possible lorsque d ≥ g + 2.
ii) Si d ≥ 2g alors
– ou bien min(p, d−p) ≤ g et d’apre`s 1), on doit avoir min(p, d−
p) ≥ d
d−g
ce qui est automatique lorsque d ≥ 2g.
– ou bien p et d− p sont supe´rieurs ou e´gaux a` g et si on suppose
que ΛpEL et Λ
d−pEL ve´rifient (R), d’apre`s le 2), on doit avoir :
p > d−
d
g
et d− p > d−
d
g
.
Or cela implique g ≤ 1, c¸a n’est donc pas possible. 
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